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课程内容

1. 半定规划

2. 平方和理论

3. 测度和矩

4. 矩-平方和松弛分层

5. 变量稀疏（CS）

6. 项稀疏（TS）

7. 扩展与应用

8. 软件与实验
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广义矩问题

fmin :=


inf

µ∈M(S)+

∫
S f(x)dµ

s.t.
∫

S hj(x)dµ = γj, j ∈ Γ

m
sup
{θj}

∑
j∈Γ γjθj

s.t.
∑

j∈Γ θjhj(x) ≥ f(x), ∀x ∈ S
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广义矩问题-矩松弛

• r 阶矩松弛:

λr :=



inf
y

Ly(f)

s.t. Mr(y) � 0

Mr−di(giy) � 0, i ∈ [m]

Ly(hj) = γj, j ∈ Γ

ä λr ↗ fmin, r → ∞
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广义矩问题-SOS 松弛

• r 阶对偶 SOS 松弛：



sup
{θj,σi}

∑
j∈Γ γjθj

s.t.
∑

j∈Γ θjhj − f = σ0 +
∑m

i=1 σigi

σ0, σ1, . . . , σm ∈ Σ[x]

deg(σ0) ≤ 2r, deg(σigi) ≤ 2r
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多个测度


inf

µi∈M(Si)+

∑t
i=1

∫
Si

fi(x)dµi

s.t.
∑t

i=1

∫
S hij(x)dµi = γj, j ∈ Γ

m
sup
{θj}

∑
j∈Γ γjθj

s.t.
∑

j∈Γ θjhij(xi) ≥ fi(xi), ∀xi ∈ Si, i ∈ [t]
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多项式动力系统



ẋ1 = f1(x)

ẋ2 = f2(x)
...

ẋn = fn(x)

带控制变量⇝



ẋ1 = f1(x, u)

ẋ2 = f2(x, u)
...

ẋn = fn(x, u)

• 约束集合 X := {x ∈ Rn | pj(x) ≥ 0, j = 1, . . . ,m}

• 最大正不变集、可达集、吸引域、全局吸引子
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ẋ1 = f1(x)
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最大正不变集（maximum positively invariant set）

• 最大正不变集：{x0 ∈ X | φt(x0) ⊆ X, ∀t ≥ 0}



inf
aj,bj,cj,v,w

∫
X w(x) dx

s.t. v ∈ R[x]2d+1−df ,w ∈ R[x]2d

βv−∇v · f = a0 +
∑m

j=1 ajpj

w = b0 +
∑m

j=1 bjpj

w− v− 1 = c0 +
∑m

j=1 cjpj

aj, bj, cj ∈ Σ[x]2d−dj , j = 0, 1, . . . ,m

• Sd := w−1([1,+∞]) = {x ∈ X : w(x) ≥ 1}
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优化有理函数之和

• S := {x ∈ Rn | g1(x) ≥ 0, . . . , gm(x) ≥ 0}

• q1(x) > 0, . . . , qN(x) > 0, ∀x ∈ S


inf

x∈Rn

∑N
i=1

pi(x)
qi(x)

s.t. x ∈ S
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测度表示



inf
µi∈M(S)+

N∑
i=1

∫
S

pidµi

s.t.
∫

S
q1dµ1 = 1,∫

S
xαqidµi =

∫
S

xαq1dµ1, ∀α ∈ Nn, i ∈ [N] \ {1}
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平方和表示



sup
λ,hi

λ

s.t. p1(x) +
( N∑

i=2

hi(x)− λ

)
q1(x) ≥ 0, ∀x ∈ S

pi(x)− hi(x)qi(x) ≥ 0, ∀x ∈ S, i ∈ [N] \ {1}

hi ∈ R[x], i ∈ [N] \ {1}
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联合谱半径

• 联合谱半径（JSR）：给定 A = {A1, . . . ,Am} ⊆ Rn×n

ρ(A) := lim
k→∞

max
σ∈{1,...,m}k

||Aσ1Aσ2 · · ·Aσk ||
1
k

• p 是正的 2d 次齐次多项式使得 p(Aix) ≤ γ2dp(x), i ∈ [m] ⇒ ρ(A) ≤ γ

ρ2d(A) :=


infp∈R[x]2d,γ γ

s.t. p(x)− ‖x‖2d
2 ∈ Σ[x]2d

γ2dp(x)− p(Aix) ∈ Σ[x]2d, i ∈ [m]

• m− 1
2d ρ2d(A) ≤ ρ(A) ≤ ρ2d(A)
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SOS 矩阵和矩阵测度

• SOS 矩阵：F(x) = R(x)⊺R(x)

• 〈·, ·〉p : Rpq×pq × Rq×q → Rp×p

〈C,D〉p :=


〈C11,D〉 · · · 〈C1p,D〉

... . . . ...

〈Cp1,D〉 · · · 〈Cpp,D〉


• 矩阵测度 Φ: B(X ) → Rp×p

Φ(A) := [ϕij(A)] ∈ Rp×p, ∀A ∈ B(X )
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多项式矩阵优化

inf
x∈Rn

λmin(F(x)) s.t. G1(x) � 0, . . . ,Gm(x) � 0



inf
S

LS(F)

s.t. Mr(S) ⪰ 0

Mr−di(GiS) ⪰ 0, i ∈ [m]

LS(Ip) = 1

↔


sup λ

s.t. F− λIp = S0 +
∑m

i=1⟨Si,Gi⟩p

S0 ∈ Σp[x]2r, Si ∈ Σpqk [x]2(r−di), i ∈ [m]

王杰 多项式优化入门：扩展与应用 北京师范大学, 2024 年秋季 14 / 32



多项式矩阵优化

inf
x∈Rn

λmin(F(x)) s.t. G1(x) � 0, . . . ,Gm(x) � 0



inf
S

LS(F)

s.t. Mr(S) ⪰ 0

Mr−di(GiS) ⪰ 0, i ∈ [m]

LS(Ip) = 1

↔


sup λ

s.t. F− λIp = S0 +
∑m

i=1⟨Si,Gi⟩p

S0 ∈ Σp[x]2r, Si ∈ Σpqk [x]2(r−di), i ∈ [m]

王杰 多项式优化入门：扩展与应用 北京师范大学, 2024 年秋季 14 / 32



复多项式优化

• f, g1, . . . , gm 是实值复多项式

fmin :=


inf

z∈Cn
f(z, z)

s.t. gi(z, z) ≥ 0, i = 1, . . . ,m

• 复矩方阵 MC
r (y): [MC

r (y)]βγ := yβ,γ , ∀β,γ ∈ Nn
r

• 复局部化矩阵 MC
r (gy):

[MC
r (gy)]βγ :=

∑
(β′,γ′) gβ′,γ′yβ+β′,γ+γ′ , ∀β,γ ∈ Nn

r
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复矩松弛

λr :=



inf
y⊆C

Ly(f)

s.t. MC
r (y) � 0

MC
r−di

(giy) � 0, i ∈ [m]

y0,0 = 1

• 存在球面约束（∑n
i=1 |zi|2 = R）：λr ↗ fmin, r → ∞
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HSOS 松弛

• HSOS：p(z, z) = |p1(z)|2 + . . .+ |pt(z)|2

sup
λ,σi

λ

s.t. f − λ = σ0 + σ1g1 + · · ·+ σmgm

σ0 ∈ ΣC[z, z]r, σi ∈ ΣC[z, z]r−di , i ∈ [m]
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三角多项式优化


inf

x∈[0,2π)n
f(sin x1, . . . , sin xn, cos x1, . . . , cos xn)

s.t. gi(sin x1, . . . , sin xn, cos x1, . . . , cos xn) ≥ 0, i = 1, . . . ,m

m
inf

z∈Cn
f(z, z)

s.t. gi(z, z) ≥ 0, i = 1, . . . ,m

|zj|2 = 1, j = 1, . . . , n
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非交换多项式与 SOHS

• f(x) = 3x1x2 + 3x2x1 + x3x2x21 + x21x2x3
• x1, . . . , xn ∈ ∪∞

ℓ=1Sℓ

• involution ∗：(x1x2x3)∗ = x3x2x1
• f =

∑
w fww

• SOHS：f(x) = f1(x)∗f1(x) + . . .+ ft(x)∗ft(x)

• f ≥ 0 ⇐⇒ f 是 SOHS
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非交换多项式的特征值优化

• f∗ = f, g∗1 = g1, . . . , g∗m = gm:


inf

xi∈∪∞
ℓ=1Sℓ

λmin(f(x))

s.t. gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . ,m

⇝ Maximal violation of linear Bell inequality
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NPA 松弛分层

• Ly(
∑

w fww) =
∑

w fwyw

• 二次模：Q(g) := {
∑

σ σ
∗gσσ | gσ ∈ {1} ∪ g}



inf
y

Ly(f)

s.t. Mr(y) ⪰ 0

Mr−di(giy) ⪰ 0, i ∈ [m]

Mr(y)uv = Mr(y)wz, ∀u∗v = w∗z

y1 = 1

←→


sup
λ

λ

s.t. f− λ ∈ Q(g)2r

王杰 多项式优化入门：扩展与应用 北京师范大学, 2024 年秋季 21 / 32



非交换多项式的迹优化

• tr(A) = 1
k
∑k

i=1 Aii
inf

xi∈∪∞
ℓ=1Sℓ

tr(f(x))

s.t. gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . ,m

⇝ Connes’ embedding conjecture
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迹优化的 SDP 松弛分层

• 交换子：[g, h] := gh − hg

• g cyc∼ h：g − h 可以写成若干个交换子之和


inf Ly(f)

s.t. Mr(y) ⪰ 0

Mr−di(giy) ⪰ 0, i ∈ [m]

Mr(y)uv = Mr(y)wz, ∀u∗v cyc∼ w∗z

y1 = 1

←→


sup
λ

λ

s.t. f− λ ∈ Qcyc(g)2r
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态多项式优化

• H：Hilbert 空间

• B(H)：H 上的有界线性算子空间

• S(H)：B(H) 上的正有界 ∗-线性泛函（X 7→ tr(ρX)）

• 态多项式： ς(x21)x2x1 + ς(x1)ς(x2x1x2), x1, . . . , xn ∈ B(H), ς ∈ S(H)


inf

(H,x,ς)
ς(f(x; ς))

s.t. gi(x; ς) ≥ 0, i = 1, . . . ,m

ä Maximal violation of nonlinear Bell inequality

王杰 多项式优化入门：扩展与应用 北京师范大学, 2024 年秋季 24 / 32



态多项式优化的 SDP 松弛



inf Ly(f)

s.t. Mr(y) ⪰ 0

Mr−di(giy) ⪰ 0, i ∈ [m]

Mr(y)uv = Mr(y)wz, ∀ς(u∗v) = ς(w∗z)

y1 = 1

←→


sup
λ

λ

s.t. f− λ ∈ Qst(g)2r

ä Igor Klep et al. “State polynomials: positivity, optimization and nonlinear bell

inequalities.” Mathematical Programming 207.1 (2024): 645-691.
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迹多项式优化

• H：Hilbert 空间

• B(H)：H 上的有界线性算子空间

• tr(A) = 1
k
∑k

i=1 Aii：u cyc∼ v, u∗ cyc∼ v ⇒ tr(u) = tr(v)

• 迹多项式： tr(x21)x2x1 + tr(x1)tr(x2x1x2), x1, . . . , xn ∈ B(H)


inf

x∈∪k≥1(Sk)n
tr(f(x))

s.t. gi(x) ≥ 0, i = 1, . . . ,m

ä Maximal violation of nonlinear Bell inequality
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迹多项式优化的 SDP 松弛



inf Ly(f)

s.t. Mr(y) ⪰ 0

Mr−di(giy) ⪰ 0, i ∈ [m]

Mr(y)uv = Mr(y)wz, ∀tr(u∗v) = tr(w∗z)

y1 = 1

←→


sup
λ

λ

s.t. f− λ ∈ Qtr(g)2r

ä Igor Klep, Victor Magron, and Jurij Volčič. “Optimization over trace polynomials.”

Annales Henri Poincaré. Vol. 23. Springer International Publishing, 2022.
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矩多项式优化

• 矩多项式：f = m(x1x23)x1x2 −m(x21)3x22 + x2−m(x2)m(x1x2)− 2

• 概率测度 µ：m(xα) →
∫

xαdµ

• 矩多项式优化

ä Igor Klep, Victor Magron, and Jurij Volčič. “Sums of squares certificates for

polynomial moment inequalities.” arXiv preprint arXiv:2306.05761 (2023).
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polynomial moment inequalities.” arXiv preprint arXiv:2306.05761 (2023).
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更多的拓展和应用

李雅普诺夫函数、系统稳定性

解多项式方程组

稀疏多项式插值

张量计算与优化

算法博弈论

最优实验设计

半代数集体积计算

最优控制

非线性 PDE

图密度多项式、flag 代数

纠缠判定

...
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下次课

• 软件与实验
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更多信息见个人主页

https://wangjie212.github.io/jiewang

王杰 多项式优化入门：扩展与应用 北京师范大学, 2024 年秋季 32 / 32


